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WSTEP

Skrypt ten jest kontynuacja skryptu ” Analiza matematyczna i algebra.
Kolokwia i egzaminy. Czeé¢ 1”7. Gléwnym jego adresatem sa studenci dru-
giego semestru Politechniki t.6dzkiej, w szczegdlnosci studenci Wydziatu
Biotechnologii i Nauk o Zywnoéci oraz innych wydzialéw chemicznych.

Poprzednie opracowanie podzielone bylo na trzy czeci: pierwsza obej-
mowala zestawy zadan na kolokwia ze Wstepu do analizy matematycznej
i byta uzupetnieniem tresci programowych zawartych we ”Wstepie do ana-
lizy matematycznej i wybranych zagadnien z fizyki” (Wydawnictwo PL.,
redakcja Andrzej Just, 2007), dwie pozostale zawieraly zestawy zadan na
kolokwia i zestawy pytan egzaminacyjnych. Tematyka koncentrowala sie na
rachunku rézniczkowym i catkowym funkcji jednej zmiennej rzeczywiste;j.
Uwzgledniata takze pewne elementy algebry: liczby zespolone oraz macie-
rze, wyznaczniki, uktady réwnan liniowych.

Niniejsze opracowanie podzielone jest na dwie czesci: pierwsza obejmuje
zestawy zadan na kolokwia, druga przedstawia zestawy pytan egzaminacyj-
nych. Zakres materialu obejmuje nastepne dzialy analizy matematycznej
takie, jak:

o funkcje rzeczywiste dwoch zmiennych rzeczywistych: dziedzina, po-
chodne czastkowe, ekstrema lokalne,

e catka podwdjna: catkowanie w obszarze normalnym, zamiana zmien-
nych w calce podwdjnej, zastosowanie catki podwodjnej,

e calka krzywoliniowa niezorientowana i catka krzywoliniowa zoriento-
wana: zamiana na calke oznaczong, zamiana na catke podwdjna, nie-
zalezno$é calki krzywoliniowej zorientowanej od drogi catkowania,

e réwnania rézniczkowe: rownanie o zmiennych rozdzielonych, réwnanie
zupelne i czynnik catkujacy, réwnanie Bernoulliego, réwnanie liniowe
pierwszego rzedu, réwnanie liniowe drugiego i wyzszych rzedéw.

Woeczesniej poznane elementy algebry wykorzystywane sg w rozwigzaniach
podanych zadan.



Umieszczone w skrypcie zadania i pytania egzaminacyjne obejmuja dzia-
ly matematyki najczesciej wykladane na zajeciach matematyki podczas
pierwszego roku nauki na wyzszych uczelniach technicznych, dlatego skrypt
ten moze by¢ przydatny dla znacznie szerszej grupy studentéw. Zamieszczo-
ne rozwigzania calych zestawéw zadan i pytan egzaminacyjnych powinny
ulatwié¢ Czytelnikowi samodzielne rozwiagzywanie zadan i przygotowanie si¢
do kolokwium i egzaminu. Wiedze teoretyczna wymagang przy rozwigzy-
waniu proponowanych zadan Czytelnik moze znalezé w podreczniku ”Ma-
tematyka dla studentéw studiéw technicznych 2” Krystyny Dobrowolskiej,
Wactawa Dyczki i Heleny Jakuszenkow.

Malgorzata Terepeta
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OZNACZENIA

W skrypcie stosowaé bedziemy nastepujace oznaczenia:

Ys
W($Oa ?JO)

U(xo,40)
C™(D)

(D)

kwantyfikator ogélny (dla kazdego)

kwantyfikator szczegblowy (istnieje)

zbior liczb rzeczywistych

zbiér liczb rzeczywistych dodatnich, R4 = (0,00)
zbior punktéw plaszczyzny

zbior punktéw przestrzeni

zbiér liczb naturalnych, N={1,2,...}

zbiér liczb calkowitych, 7Z = {0,+1,+2,...}
dziedzina funkcji f

funkcja rzeczywista dwdch zmiennych rzeczywistych
f:Df =R, Dy C R?

pole powierzchni obszaru D C R?

objetoéé obszaru V C R3

odcinek o poczatku w punkcie A i koncu w punkcie B
dlugosé odcinka AB

przyrost wartosci funkcji f na przedziale (a, b)
F@)], = £(b) = f(a)

rozwigzanie ogblne jednorodnego réwnania rézniczkowego
liniowego

rozwigzanie szczegbdlne niejednorodnego réwnania
rézniczkowego liniowego

wyréznik funkeji w punkcie (zo, yo)

W (0, 40) = faz(20,Y0) - fy (0, y0) — (fry(20,90))?
otoczenie punktu (z, yo)

klasa funkcji majacych ciagte pochodne czastkowe
n-tego rzedu na zbiorze D

klasa funkcji majacych ciaglte pochodne czastkowe
dowolnego rzedu na zbiorze D



1 KOLOKWIA Z MATEMATYKI

Przedstawiony w tym rozdziale material zostal podzielony na dwa ko-
lokwia: pierwsze zawiera zadania zwigzane z funkcjami dwoch zmiennych,
catka podwdjna oraz zadania polegajace na obliczeniu calki krzywoliniowej
(niezorientowanej i zorientowanej) przez sprowadzenie jej do calki oznaczo-
nej. W drugim kolokwium znajduja sie zadania zwiazane z twierdzeniem
Greena, niezaleznoscia catki krzywoliniowej zorientowanej od drogi catko-
wania oraz réznego rodzaju réwnaniami rézniczkowymi. Kazde kolokwium
przewidziane jest na dwugodzinne ¢wiczenia audytoryjne. Przedstawione
ponizej zestawy zadan sa propozycja kolokwiéw o réznym stopniu trudnosci
i oczywiscie moga byé wykorzystane bezposrednio lub po zmodyfikowaniu
przez wykladowcéw wszystkich wydzialéw Politechniki L.odzkiej, a takze in-
nych wyzszych uczelni w Polsce. W podanej formie zestawy obowiazywaly
w ostatnich latach na Wydziale Biotechnologii i Nauk o Zywnosci Politech-
niki Lédzkiej na kierunkach: Biotechnologia oraz Technologia Zywnosci i
Zywienie Czlowieka. Zestawy réznig sie miedzy soba zakresem materiatu,
co jest zwigzane z réznicami programowymi na tych kierunkach.

W skrypcie przedstawione sa pelne rozwiazania kilku pierwszych zesta-
wow zadan oraz odpowiedzi do wszystkich pozostatych.



PIERWSZE KOLOKWIUM 9

1.1 PIERWSZE KOLOKWIUM

ZESTAW 1

1. (a) Wyznaczy¢ i narysowaé w ukladzie wspdlrzednych oraz zapisaé
w postaci normalnej dziedzing funkcji

f(z,y) =1 —y+In(4z —y*) + /3 — |z —2|.

(b) Sprawdzié¢, czy funkcja g(x,y) = xy + zes jest rozwigzaniem
réwnania rézniczkowego z - g, (%, y) +y - g, (2, y) = zy + g(z, ).

2. Wyznaczy¢ ekstrema lokalne funkcji

flz,y) = 2* -y + 3ay.

3. Obliczy¢ catke podwdjna

jesli D ={(z,y) eR?: 0<y<2—2 Ay—2<0 A z+1>0}.

4. Obliczy¢ catke podwodjna
//y\/:v2 + y2 dzdy,
D
jesli D = {(z,y) € R? : 2% + y* — 22 < 0}.
5. Obliczy¢ catke krzywoliniowa

1
2
dr — ——d
/xy v y2+1 v
K

jesli K jest krzywg opisang réwnaniem y = e, od punktu o odcietej
z = 2 do punktu o odcietej x = —1.



KOLOKWIA Z MATEMATYKI

ZESTAW 2

. Obliczy¢ caltke krzywoliniows niezorientowana
/ zy? dl,
K

jedli K jest okregiem z? 4 y? = —2y.

. Obliczy¢ catke krzywoliniows,

2

/y—dx—wydy,
x

K

jesli K jest krzywa y = Inz, od punktu A(x4,1) do punktu B(zp,0).

(a) Wyznaczy¢ i narysowa¢ w ukladzie wspolrzednych oraz zapisaé
w postaci normalnej dziedzine funkcji

Flw,y) = aresin(z? + ) + y* In(1 — ly — 2l) - V7.
(b) Wyznaczy¢ ekstrema lokalne funkcji
—Qm‘

g(z,y) = 2z — y*)e

. Obliczy¢ catke podwdjna

// cos x dxdy,
D

jesli D jest czworokatem K LM N o wierzchotkach: K(—2,—2),
L(0,-8), M(0,2), N(—2,0).

//(95 — 3) dzdy,

D

. Obliczy¢ catke podwdjna

jesli D jest obszarem opisanym nieréwnoéciami: 22 + y%> — 2y < 0,
Y= —x.
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ZESTAW 3
1. Wyznaczy¢ ekstrema lokalne funkcji
fla,y) =In(d -y —2*) +y.

2. Obliczy¢ catke podwdjna

//x dxdy,
D

jesli D jest obszarem ograniczonym krzywymi: y = sinz, y = —uz,
T
r=_.

2
3. Obliczy¢ catke podwdjna

/)/(\/aﬂ +y? + 2) dady,

jedli D jest obszarem opisanym nieréwnosciami: 22 + y? — 42 < 0,
0<y<m

4. Obliczy¢ objetosé bryly V ograniczonej powierzchniami: z = 1,
2 =11 — 2% — y? oraz 2> + 3% = 4.

5. Wyznaczy¢ i narysowaé w uktadzie wspdtrzednych oraz zapisaé¢ w po-
staci normalnej dziedzine funkcji

flz,y) = V6r — 22 =5 + In(4x — 2° — y) — sin /z + .

Obliczy¢ pochodne czastkowe pierwszego rzedu funkcji f.



