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Wstep

Autor niniejszego tekstu rozpoczynal studia matematyczne w 1973 r. na
Wydziale Matematyki, Fizyki i Chemii Uniwersytetu L.odzkiego. Kurs Ana-
lizy w ramach I roku studiéw wychodzil od aksjomatyki liczb rzeczywistych
i wspierany byl przez réwnoleglte kursy Podstaw Logiki i Teorii Mnogosci
oraz Algebry, w znacznej mierze abstrakcyjnej. Wprawdzie od strony nazw
kurséw niewiele sie w ciaggu minionych ponad 40 lat zmienito, ale zmienili sie
studenci. Dokladniej — absolwenci szkét srednich dysponuja obecnie zupelnie
odmiennym bagazem doswiadczen i umiejetnodci oraz nawykow myslenia,
co mozna nazwaé¢ w skrocie ,wiedza”’. Po wielu zmianach podstawy progra-
mowej w szkotach $rednich, po zmianie koncepcji egzaminéw maturalnych
i tego, jak nalezy rozumieé egzamin ,zdany”, mozemy zachwycaé sie coraz
lepszymi wynikami uzyskiwanymi przez mtodziez w kolejnych testach — lub
niepokoi¢ coraz czedciej obserwowanym brakiem umiejetnos$ci myslenia abs-
trakcyjnego, czy tez po prostu logicznego myslenia. Wyktadowcy starajacy
sie przedstawi¢ studentom 1-2 roku podstawy myslenia matematycznego
zderzajg sie — po stronie poczatkujacych studentéw — z problemami posta-
ci: co rozni definicje od twierdzenia? co takiego zawiera dowdd, ze ma by¢
uznany za uzasadnienie akurat tego, a nie innego twierdzenia? Na czym
polega rozumowanie, czyli kolejne zdania i wzory prowadzace od wypisa-
nych wczeéniej zalozen do sformutowanej nizej tezy? Co to znaczy, ze jakies
twierdzenie jest wnioskiem z innego?

Zatrzymajmy sie przy uproszczonym opisie dos¢ powszechnego, natural-
nego dualizmu zwigzanego z nauczaniem matematyki. Podejscie praktycz-
ne, wtasciwe dla studiéw inzynierskich, zaklada uzyskanie jak najszybszej
umiejetnosci wykonywania poprawnych obliczen stuzacych rozwiazywaniu
konkretnych, coraz bardziej skomplikowanych probleméw. Podejscie bar-
dziej teoretyczne, wtasciwe dla matematyki jako kierunku studiéw, stara sie



rozwija¢ umiejetnosé analizy grup podobnych zagadnien dla rozpoznawania
istotnych analogii i wybér twierdzen stopniowo prowadzacych do rozwig-
zania. Pierwsza droga wymaga zapamietania wielu konkretnych sposobdéw
postepowania — przyktadéw i éwiczen, druga — wielu twierdzen wraz z prak-
tycznym zakresem ich stosowalnosci.

W prezentowanym czytelnikowi tekscie staram sie przedstawi¢ w mozli-
wie spojny i prosty sposéb podejscie zdecydowanie teoretyczne, choé istot-
ng czes¢ kursu stanowia rozwazania i oszacowania dotyczace praktycznej
(czyli takze — przyblizonej) obliczalno$ci wprowadzanych stopniowo pojeé.
Uprzedzam, ze czytelnik nie znajdzie tu jednak aksjomatycznej konstrukcyi
zbioru liczb rzeczywistych. W istocie, przyjmujac za punkt wyjscia wie-
dze ,szkolng” w zakresie podstawowych dziatan na liczbach rzeczywistych,
ograniczamy sie do sformutowania jedynie trzech aksjomatéw zwiazanych
z relacja porzadku x < y dla z,y € R — reszta zajmuje sie przeciez kazdy
rownolegly kurs Algebry. Pozwala to na stopniowe wprowadzanie niezbedne-
go w matematyce poziomu precyzji, a celem takiej koncepcji jest obnizenie
bariery abstrakcji, jaka dla absolwenta szkoty $redniej stanowi niewypowie-
dziana regula: zapomnijcie o wszystkim, czego sie do tej pory dowiedzieliscie
o liczbach — Matematyka zaczyna sie dopiero teraz.

Wybrane, wyréznione w teksécie aksjomaty (wsréd nich aksjomat ciaglo-
sci) pozwalaja na stopniowe, precyzyjne wprowadzanie klasycznego zbioru
pojeé¢ wchodzacych w sktad podstaw Analizy obejmujacego kresy supA, inf A
zbioréw A C R, potege a’ liczby a > 0 o dowolnym wyktadniku rzeczywi-
stym b, ciagi liczbowe (ay, )nen i ich granice lim,, a,,, granice gorne lim sup,, a,,
i dolne liminf,, a,, itd.

Zaktadam, ze z wyjatkiem samego zbioru R poczatkujacy student znaj-
dzie w prezentowanym tekécie definicje wszystkich kolejno wprowadzanych
poje¢ — jednoznaczne i mozliwie proste, odpowiadajace na pytanie: co to
jest? jak to rozpoznaé, sprawdzi¢, wyznaczy¢? Czytelnik bardziej zaawan-
sowany zauwazy, ze to nieco ,karkotomne” zadanie staram si¢ realizowaé
poprzez celowy wybor — sposréd dostepnych (réwnowaznych!) definicji wy-
bieram takie, ktérych tre$é i wbudowanie w logiczna strukture kursu wiaza
sie z minimalnym bagazem przygotowan. Czytelnik bardziej krytyczny oce-
ni, czy uzyskany efekt jest wart wysitku i cho¢ w czesci jest zgodny z dekla-
rowanym zamiarem.

Zatrzymalem sie przy definicjach, gdyz ich znajomosé postrzegam jako
filar wszelkiego matematycznego rozumowania, a podstawowym, niestety,
problemem studenta na przecigtnym egzaminie jest préoba wyjasnienia, co

znaczg symbole i nazwy, ktérych uzywa. Kolejnym filarem sa oczywiscie
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twierdzenia — formulowane w wersji zgodnej z logiczng struktura wyktadu —
niekoniecznie najbardziej ogolnej. Od prezentowanych w tekscie twierdzen
(oraz stwierdzen mniejszej rangi, wnioskéw i lematéw) oczekujemy weryfi-
kowalnosci zalozen, oraz tego, by postulowana teza stanowita jednostkowy
wazny wynik lub — by byla mozliwa do zastosowania w przyktadach i ko-
lejnych, powigzanych logicznie twierdzeniach. Wymaganie, by definicje oraz
podstawowy zestaw twierdzen zostaly trwale zapamigtane przez studenta —
wraz z logicznymi powigzaniami przyswojonych pojeé¢ — jest zapewne staro-
Swieckie i w Swiecie Internetu i przy aktualnie obowigzujacych koncepcjach
metodycznych wydaje sie catkowicie nierealistyczne. No céz, nie kazdy stu-
dent matematyki zostaje matematykiem. Zainteresowani znajda w tekscie
takze dowody twierdzen — wszystkich klasycznych i tych trudniejszych. Po-
miniete zostaly — wlasciwe dla Algebry dowody Twierdzen 1 [I0.64
o rozkladzie: wielomianu na czynniki (st. 1-2), a funkcji wymiernej na utam-
ki proste. Wyjatek stanowi takze sformutowane w ostatnim rozdziale twier-
dzenie o istnieniu i jednoznacznosci miary Lebesgue’a (na prostej
i na plaszczyznie), ktérego pelna wersja powinna sie pojawi¢ w bardziej
zaawansowanym kursie Teorit miary ¢ catki. Brak dowodu twierdzenia nie
przeszkadza, by korzystaé ze stosownej definicji i — w szczegdlnosci — by
wyznacza¢ miare konkretnych, waznych w analizie zbioréw.

Proponujac realny wyktad Analizy I oparty na przygotowanym tekscie
zakladam $wiadoma i do$é¢ rozlegla redukcje liczby dowoddéw prezentowa-
nych w ramach wyktadu twierdzen. Dla odmiany, zdecydowanie odradzam
pomijanie poszczegdlnych twierdzen — zaréwno ich tresé jak i konsekwencje
dajace odpowiedzi na pojawiajace sie wczesniej pytania oraz nadajace kie-
runek dalszym rozdzialom stanowia siatke powigzan, na ktérej zbudowana
jest Matematyka, w szczegllnosci Analiza, réwniez ta bardziej zaawanso-
wana. Wybrane, bardziej elementarne lub wzorcowe dowody sa oczywiscie
potrzebne juz na poczatku nauki — jezeli moga byé¢ ,zrozumiane”, przy-
swojone przez poczatkujacego studenta. Zakltadam, ze material wyktadowy
kursu Analizy jest niezbedny w ciggu calego okresu nauki, a po osiggnie-
ciu wyzszego poziomu kultury matematycznej student kolejnych lat bedzie
mégt (i potrzebowal) wrécié do poznanego wstepnie materialu, by odszukaé
szczegbly rozumowania, ktére na I roku niekoniecznie byto dla niego czytel-
ne. Niektoére, szczegdlnie proste dowody pojawiaja w tekscie jako ¢wiczenia
do samodzielnego wykonania (i sprawdzenia w ramach ¢wiczen).

Prezentowany tu kurs Analizy I ogranicza sie do wybranej grupy te-
matéw obejmujacych ciagi, szeregi i tzw. analize funkcji 1 zmiennej rze-
czywistej. Czytelnika szukajacego piekna i szerokiego spojrzenia na analize
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zachecam do przestudiowania pozycji [4] oraz podanej tam bardzo rozleglej

bibliografii. Za stosunkowo bliskie i inspirujace uwazam podejscie zawarte

w [2].

Wazniejsze réznice w stosunku do klasycznych podrecznikéw Analizy

— oprocz wspomnianej juz redukcji aksjomatyki — sprowadzaja sie¢ w zasa-

dzie do istotnej zmiany kolejnosci i nieco odmiennego rozlozenia akcentéw.

W szczegdlnoscei:

Rozdzial 1 zawiera dwie wyodrebnione wtasnosci zbioru liczb dodat-
nich i nakazuje je traktowaé jako aksjomaty. Jest to proba zreduko-
wania — do dwu — standardowych, znanych wlasnosci algebraicznych
relacji mniejszosci (i wiekszosci); przy okazji pojawia sie pytanie o to,
czy zbiér RT C R jest jedynym podzbiorem o wyréznionych wlasno-
$ciach. Dodatkowy aksjomat cigglosci oznacza istnienie kreséw dol-
nych — ale tylko w odniesieniu do poétprostych ograniczonych z dotu.
Dla liczb naturalnych formutlujemy charakteryzujaca je zasade induk-
¢ji, a dla liczb rzeczywistych definiujemy rozwinigcie dziesietne. Jest to
podstawowy, wykorzystywany w dalszych rozdzialach przyktad ciggu
i jednoczesnie szeregu.

Szczegdlowa konstrukeja potegi o dowolnym wyktadniku rzeczywistym
zawiera dowodd istnienia pierwiastka n—go stopnia i stanowi w rozdzia-
le @ gtéwne praktyczne zastosowanie kreséw (gérnych i dolnych).

Pojecia ciagu i granicy od samego poczatku korzystaja z przyktadow,
bedacych w istocie szeregami; rozdzial Bl zawiera przedstawienie liczby
Eulera e jako granice kazdego z ciagéw (1+2)" i 37, 4, dlan € N.

Rozdzial @] wprowadza granice gérna i dolna — z wykorzystaniem kre-
sow, bez odniesien do zdefiniowanego poézniej pojecia punktu skupie-
nia; kulminacja rozdziatu jest oczywiscie twierdzenie Bolzano—Weier-
strassa, ale takze — wlasnos$ci ogdlnej funkcji wyktadniczej i wzdér

e® = lim,, (1+ Z)".

Szeregi pojawiaja sie w rozdziale [l jako w szczegdlny sposdb zapisa-
ne ciggi liczbowe; wladciwe dla szeregéw specyficzne metody badania
zbiezno$ci rozszerzamy o przeksztalcenie Abela i kryterium Dirichle-
ta; badajac szeregi bezwzglednie zbiezne wyprowadzamy rozwiniecie
funkcji ¥ dla x € R w szereg potegowy, a dla ogdlnych szeregdw
potegowych ustalamy pojecie przedzialu zbieznosci.

Rozdziat [0 korzysta z pojecia cigglosci funkcji (w oparciu o ciago-
wa definicje Heinego) i opisuje wynikajace stad wlasnosci — w tym
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zwigzang z monotonicznodcia ciggloéé funkcji odwrotnych; przeglad
funkcji elementarnych, uzupelniony o jednoznaczna charakteryzacje
funkcji sinus i kosinus, prowadzi do wzoréw rozwijajacych te funkcje
w szereg; wykazujemy ciaglos¢ kazdej funkcji bedacej sumag szeregu
potegowego (w przedziale zbieznosci).

Granice funkcji pojawiaja sie w rozdziale [71 sa poprzedzone wprowa-
dzeniem do topologii obejmujacym zbiory otwarte i domkniete oraz
F, i Gg, co pozwala dalej rozwazaé zbiory punktéw nieciaglosci do-
wolnej funkcji; badanie granic (wlasciwych i niewlasciwych) rozszerza
sie na asymptoty; rozdzial konczy konstrukcja funkcji monotonicznych
o dowolnym przeliczalnym zbiorze punktéw niecigglosci.

Pochodna funkcji badana jest w rozdziale [§, gdzie w pierwszej kolej-
nosci pokazujemy rézniczkowalnosé kazdej funkcji rozwijalnej w sze-
reg potegowy; wlasnosci pochodnej sprawdzamy korzystajac z pojecia
funkcji przyrostowych, a Scisty zwiazek rézniczkowalnosci z monoto-
niczno$cig pozwala na uzyskanie wstepnej wersji wzoru Stirlinga; ba-
danie funkcji obejmuje zestaw twierdzen zwiazanych z wypuktoscia,
oraz prowadzi do klasycznych regut de L’Hopitala wyznaczania granic

wyrazen nieoznaczonych.

Dla funkcji n—krotnie rézniczkowalnych definiujemy w rozdziale [ wie-
lomian Taylora — z resztg w postaci Lagrange’a; nieco odmienne meto-
dy potwierdzaja zbiezno$¢ szeregu dwumianowego — rozwiniecia funk-
cji potegowej (1 + z)® dla |z| < 1,a € R\ Z. Obliczenia numeryczne
i préby oceny btedéw przyblizen pojawiaja sie w tekscie wielokrot-
nie, a w rozdziale [9 zostaly dodatkowo zebrane i wyodrebnione; wy-
rozniamy podstawowe metody numerycznego rézniczkowania funkcji,
a szczegdlowo omoéwione metody Picarda i Newtona stosuje sie do
przyblizonego rozwigzywania réwnan.

Zdefiniowana w rozdziale [[0] catka Riemanna korzysta z sum Darboux
pomijajacych wartosci funkcji w punktach podziatu, co upraszcza nie-
ktore dowody; zestaw podstawowych twierdzen rachunku calkowego
uzupelnia wzér Taylora z reszta calkowa. Zastosowania catek obej-
muja wzory definiujace pole, objetos¢ figur geometrycznych i dlugosé
tuku; wyprowadzamy wzor Wallisa i wyznaczamy stata we wzorze Stir-
linga oraz wartos¢ calki Poissona (niewltasciwej) — formulujemy takze
catkowe kryterium zbieznosci szeregu. Rozdziat konczy przeglad pod-
stawowych metod wyznaczania catek nieoznaczonych.
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e Rozdzial [Tlotwieraja definicje o—cial i zbioréw borelowskich (genero-
wanych przez przedzialy) oraz miar. Wprowadzenie miary Lebesgue’a
— jednoznaczne, bez dowodu istnienia — ustala precyzyjny zwiazek cal-
ki Riemanna z polem, czyli miara zbioru w R?; z kolei pojecie miary na
prostej R pozwala na sformutowanie i dowdd twierdzenia Lebesgue’a
charakteryzujacego funkcje catkowalne w sensie Riemanna. Koncowy
podrozdzial zawiera szczegdtowy opis trzech podstawowych metod cal-
kowania numerycznego.

Prezentowany tekst zawiera takze minimalny wstep do analizy nume-
rycznej, w oparciu o dostepne oprogramowanie pozwalajace na wykonywanie
obliczen z ustalona dokltadnoscia. W miare pojawiania si¢ kolejnych pojec¢
i wielkogci — takich jak v/2,e, ZneN#,w,ln@),Qﬁ itp. — podawane sg
metody ich przyblizonego wyznaczania, wraz z oceng dokladnosci i poréw-
naniem tempa zbieznosci dostepnych metod. Wszystkie tego typu zadania
zostaly zebrane w rozdziale

Zycze przyjemnej, uwaznej lektury
Grzegorz Andrzejczak
t.6d7z — Sokolniki, styczen 2019
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