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Przedmowa

Postep cywilizacyjny stal si¢ przyczynkiem do rozwoju nauk interdy-
scyplinarnych. Na tym gruncie rozwineta sie mechatronika — nowoczesna
dziedzina nauki, obejmujaca doskonale opanowana mechanike, nowszg elek-
tronike oraz réwnolegle formowana wiedze z zakresu symulacji numerycz-
nych, sterowania i optymalizacji. Te ostatnie stawiaja mechanike uktadéw
dynamicznych i elektronike w catkiem nowej roli. Sa one podstawa projektow
mechatronicznych o znaczeniu eksperymentalnym — poznawczym i praktycz-
nym — aplikacyjnym. Z tego wzgledu, inzynier mechatronik, automatyk lub
elektronik powinien czerpaé¢ wiedze uzyteczna i nabywac takie umiejetnoscei,
ktore pozwola mu sprosta¢ wyzwaniom technicznym na miare XXI wieku.

Przyszty inzynier-naukowiec to coraz czesciej student nauk technicznych.
Wiedza techniczna oraz przekonanie o potrzebie jej wykorzystania zyskuje
na znaczeniu, poniewaz wiaze sie z rozwojem cywilizacyjnym. Wymierne
korzysci obejmuja wytwarzanie dobr materialnych, poprawiajacych jakosé
zycia ludzi, sktadowanie i transport towaréw, komunikacje i telekomunika-
cje, automatyzacje proceséw technologicznych, produkcje i dostawy energii,
wydobycie surowcéw, opanowanie srodowiska naturalnego, unowoczesnienie
struktur wojskowych, loty w przestrzen kosmiczng i wiele innych.

Wynika z tego, ze programy ksztalcenia studentéw na kierunkach tech-
nicznych musza byé na biezaco dostosowywane do pedzacego postepu cy-
wilizacyjnego. Zagadnienia o charakterze teoretycznym i doswiadczalnym
podejmowane w tej monografii wychodza temu naprzeciw.

W siedmiu rozdziatach omoéwiono urzadzenia i systemy mechatroniczne
stosowane w technice, przeprowadzono symulacje numeryczne ich dziatania
oraz rozpatrzono szereg probleméw optymalizacyjnych, zmierzajacych do
poprawy ich wtasciwosci. Modele matematyczne i numeryczne systeméw
prezentowanych w tej monografii zyskujg na znaczeniu i powinny stanowié¢
dla mtodego inzyniera ciekawe zZrodto informacji o uktadach dynamicznych,
eksperymentach numerycznych, pomiarach dos§wiadczalnych oraz zagadnie-
niach optymalizacyjnych w mechatronice.

Monografia jest efektem pracy autoréw oraz studentéw kierunku Me-
chatronika na Wydziale Mechanicznym Politechniki t.6dzkiej. Swéj wkiad
w czesé doswiadczalng maja studenci Adam Biatkowski, Konrad Gadzinow-
ski i Wojciech Kunikowski, do ktérych autorzy kieruja swoje podzigkowania.

Mamy nadzieje, ze to wydanie bedzie chetnie wybierane jako zrédto eks-
perymentoéw numerycznych, a zamieszczone modele uktadéw mechatronicz-
nych czesto praktykowane podczas pracy wilasnej i zajeé laboratoryjnych.

Autorzy



1. Wstep

1.1. Mechatronika

Twoércy programéw nauczania na wyzszych uczelniach technicznych wie-
dzieli od dawna, ze dobry konstruktor, oprocz przygotowania kierunkowego,
powinien mie¢ przygotowanie interdyscyplinarne. Na wydziatlach mechanicz-
nych politechnik, oprécz nauczania mechaniki, wytrzymaltosci materiatéw,
podstaw konstrukcji i technologii mechanicznej prowadzono zajecia z za-
kresu elektrotechniki, elektroniki, automatyki, hydrauliki i pneumatyki, in-
formatyki, przyrzadéw pomiarowych, architektury maszyn i innych. Inzynier
wyksztalcony wedtug takiego programu nauczania posiada wszechstronna
wiedze i moze wybra¢ odpowiednie rozwiazanie, korzystajac bezposrednio
z poznanych technik lub wiedzy znanych mu ekspertéw.

W Japonii w roku 1969 wymysélono, a latach 70. rozpowszechniono poje-
cie na okreslenie synergicznego wykorzystania wiedzy z podstawowych dzia-
téw techniki dla uzyskania wspélczesnie aktualnego terminu o nazwie me-
chatronika (z ang. mechatronics). Stowo mechatronika wynika z polaczenia
stéw mechanika i elektronika. Literatura [6,21,48] podaje wiele definicji i
opiséw znaczenia oraz grafik dotyczacych pojecia mechatronika. Na rysunku
1.1 przedstawiono jeden ze schematéw zamieszczony w pracy [6], pokazujacy
powiazania wspoltczesnych dziedzin techniki w mechatronice.

elektrotechni 2CY clektronika
m — rechnika —
technika

Rys. 1.1. Powigzania dyscyplin naukowych w mechatronice

Jednym z najwigkszych wyzwan rozwoju urzadzen i systeméw mecha-
tronicznych jest, obok ich rozmaitosci, postepujaca zlozono$é oraz uniwer-
salnosé [16, 19,49, 78]. Postep cywilizacyjny wymusza zatem na badaczach
i inzynierach koniecznosé siegania po dotychczas niewspoélistniejace rozwia-
zania 7z zakresu réznych dziedzin nauki i techniki [3,8,14,25,27,38]. Zauwa-
zalny brak wystarczajaco dobrze opracowanych metod analizy dynamicz-
nej, wspierajacych aspekty interdyscyplinarne proceséw rozwoju urzadzen
i systeméw mechatronicznych poteguje cheé wykorzystania optymalizacji
oraz roznych technik modelowania numerycznego. Symulacja numeryczna
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oraz powigzane z nig przetwarzanie sygnalow pomiarowych silnie wiaza sie
z rozwinigtymi metodami optymalizacyjnymi. W tym kontekscie, podejmo-
wane w tej monografii modele urzadzen zyskuja na znaczeniu i powinny
stanowi¢ dla inzynieréw ciekawe zrédlo informacji o modelowaniu matema-
tycznym ukladéw dynamicznych, eksperymentach numerycznych, pomia-
rach doswiadczalnych oraz zagadnieniach optymalizacyjnych w mechatro-
nice.

1.2. Systemy

System (z gr. systema — rzecz zlozona) — obiekt fizyczny lub abstrak-
cyjny, w ktéorym mozna wyrézni¢ wzajemne powiazania. Wedlug jednego
z kryteriéw [84], systemy mozna podzieli¢ na: abstrakcyjne i fizyczne, sta-
tyczne i dynamiczne, otwarte i zamkniete, autonomiczne.

System — zespdt wzajemnie sprzezonych elementow, spetniajacy okre-
$long funkcje i traktowany jako wyodrebniony z otoczenia w okreslonym
celu, tj. opisowym, badawczym lub innym. Przykladowo, systemem jest pro-
ces technologiczny. Pojecie system jest stosowane praktycznie we wszystkich
dziedzinach i odnosi si¢ zaréwno do zjawisk, obiektéw i proceséw wystepu-
jacych w naturze jak réwniez do tych stworzonych przez ludzi.

Oto kilka przyktadow systemdw: spoteczny, polityczny, nerwowy, licz-
bowy, metryczny, stoneczny, radionawigacyjny, komputerowy. W cyberne-
tyce i badaniach systemowych przyjmuje sie, ze otoczenie wplywa na sys-
tem za posrednictwem sygnaléw wejéciowych, ktére moga mieé charakter
oddzialywan celowych (sterowanie, decyzje) lub zaklécen przeszkadzajacych
w realizacji celu dzialania systemu. Istotna cecha systeméw rzeczywistych
sg ich wlasnosci dynamiczne. Powoduja one, ze system moze znajdowaé sie
w réwnowadze — w stanie ustalonym badz tez w stanie nieustalonym, ktéry
dazy do réwnowagi. Jezeli wtasciwosci dynamiczne nie sg istotne, to system
traktuje sie jako statyczny [95]. Blokowy schemat systemu zbudowany w
oparciu o podang definicje przedstawiono na rysunku 1.2.

lz(t) - zakl6cenia

z1(t Y1t

sygnaly Ta(t Yot sygnaly

wejéciowe e SYSTEM e wyjsciowe

$n§t2 5 Ynll

p - program

Rys. 1.2. Blokowy schemat funkcjonowania systemu
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Rys. 1.3. System pneumo-hydraulicznego sterowania napedem
sitownika strugarki-oczyszczarki narozy okien PCV: a) schemat
pneumo-hydro-mechaniczny, b) diagram pracy, c) sterownik [59]



System pneumo-hydrauliczny z rysunku 1.3 sktada sie z nastepujacych
komponentéw: 1 — filtr, 2 — zawdr redukcyjny, 3 — manometr, 4 — naole-
jacz, 5-8 — rozdzielacze monostabilne 2/2, 9 — rozdzielacz bistabilny 5/2,
10 — sitownik pneumo-hydrauliczny z obustronnym tlumieniem, 11 — kon-
taktronowe czujniki potozenia, 12 — przewody powietrzne, 13, 14 — zawory
dtawigco-zwrotne, 15 — przewody olejowe, 16 — pneumo-hydrauliczny prze-
kaznik ci$nienia, 17 — sterownik PLC, a — sygnaly wejéciowe, b — sygnaty
wyjsciowe, x — sygnal uruchamiajacy cykl, w — wtaczenie lub wylaczenie
zasilania, stop — wylaczenie awaryjne.

1.3. Jednostki miary
Wielkos§¢ fizyczna A okresla warto$é {A} i jednostka miary [A]:

A={A}A], np. v=30[m-s"'], p=129[kg -m . (1.1)

Jednostka miary to okre$lona miara danej wielkosci fizycznej stuzaca jako
wzorzec do iloSciowego oznaczania innych miar metoda pordéwnania tych
miar za pomocg liczb. Umownie, warto$¢ liczbowa miary wzorcowej jest
réwna jednosci, stad:

(A] = 22— 1 ], (1.2)

W metrycznym ukltadzie miar SI jest siedem $cisle zdefiniowanych jed-
nostek podstawowych i dwie jednostki uzupelniajace.
Do jednostek podstawowych zalicza sie:

1) metr [m] — j. dltugosci, 2) amper [A] — j. natezenia pradu,
3) kilogram [kg] — j. masy, 4) kelwin [K] — j. temp. termodyn.,
5) sekunda [s] — j. czasu, 6) kandela [Cd] — j. Swiatlosci,

7) mol [mol] — j. ilosci substancji;
jednostki uzupelniajace to:
8) radian [rad] — j. kata plaskiego, 9) steradian [sr] — j. kata brylowego.

B = 1]sr] . B =1[sr]

¢ = 1[rad] '

Rys. 1.4. Graficzna interpretacja radiana ¢ i steradiana
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Obecnie stosowany, miedzynarodowy uktad jednostek miar SI przyjeto
w 1960 roku na IX Generalnej Konferencji Miar i Wag w Genewie. W Polsce
obowiazuje on od 1967 r. W mechanice uzywamy trzy jednostki podstawowe,
tworzace uktad MKS, sa to: [m], [kg], [s]. Uktad miar MKS jest okreslany
jako bezwzgledny praktyczny uklad jednostek. Opisany wyzej zestaw jedno-
stek nalezy do systemu LMT, ktérego nazwa pochodzi od trzech wielkosci,
tj. dlugosci, masy i czasu (z ang. length, mass, time). Do systemu LMT
nalezy rowniez wczesniejszy, uzywany w fizyce bezwzgledny uktad jednostek
CGS, na ktéry sktadaja sie: [cm], [g], [s]. Z podstawowych jednostek sa
tworzone systemy o réznych konfiguracjach, np. 4-sktadnikowy LMTI lub
6-sktadnikowy LMTIOJ, w ktérym wyrdznia sie: dlugos$é, mase, czas, nate-
zenie pradu, temperature termodynamiczna i jasnosé [48].

Tabela 1. Skréty jednostek wtérnych

Nazwa Skrét  Krotnosé | Nazwa  Skrét  Krotnosé

peta P 10%° decy d 107t
tera T 10'2 centy (¢ 1072
giga G 10° mili m 1073
mega M 10°¢ mikro n 1076
kilo k 103 nano n 107°
hekto h 102 piko p 10712
deka da 10* femto f 10718

Oprécz jednostek podstawowych, stosuje sie jednostki pochodne, ktére
sa powiazane z jednostkami podstawowymi odpowiednimi zaleznosciami.

Jednostki pochodne to np. [N] = [kg-m-s 2], [J] = [kg-m?-s 2], [Pa]
= [kg - m 1572, [W] = [kg-m?-s 3] i inne.

Zaréwno jednostki podstawowe, jak tez jednostki pochodne moga by¢
jednostkami gtéwnymi lub wtérnymi.

Jednostka gléwna posiada wartosé réowna 1, a jej oznaczenie nie ma
przedrostka, np. [N], [kg], [J], [s], [Pa], [m], [W].

Jednostka wtérna jest wieksza lub mniejsza od jednostki gtéwnej i wy-
roznia ja przedrostek, okredlajacy wielokrotnosé jej zwigkszenia lub zmniej-
szenia. Na przyktad, [kW] = 103 [W], [cm] = 1072 [m], [ms] = 1073 [s], [um]
= 107% [m], [MPa] = 10° [Pa).

Jednostka pozaukladowa wywodzi si¢ z tradycji jej stosowania w okre-
$lonej dziedzinie. Czesto w motoryzacji jednostka mocy jest kon mecha-
niczny [KM] = 0.736 [kW], w technice cieplnej kaloria [cal] = 4.19 [J], na-
tomiast w meteorologii tor, ktory jest réwny ci$nieniu wywieranemu przez
jeden milimetr stupa rteci: [Tr] = [mm Hg] = 1.333...-10? [Pa).
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2. Model i modelowanie

Zanim na Ziemi pojawil si¢ czlowiek rozumny, istniat juz wszechéwiat,
systemy gwiezdne i planetarne. Na Ziemi funkcjonowaly systemy wodne,
tektoniczne, ksztaltowala si¢ flora i fauna. Cztowiek myélacy rozwijatl swoje
zdolnosci twércze, aby z czasem przeksztalcié¢ je w umiejetno$é wytwarzania
débr materialnych. Wytwarzanie débr materialnych i kojarzenie rzeczywi-
stodci o charakterze abstrakcyjnym angazowalo umyst i model, ktéry byt
wirtualnym wzorcem do materializacji. R6znorodno$¢ powstatych rozwigzan
byta przyczynkiem do ich badania i ulepszania w celach utylitarnych. Byto
to zatem modelowanie obiektow rzeczywistych, wyksztalconych w naturze
lub stworzonych przez innych ludzi. Réwnoczesnie, w miare poznawania $ro-
dowiska i zauwazenia mozliwosci jego wykorzystania do celow praktycznych
(biezacych i perspektywicznych), a czesto poznawczych dla zaspokojenia
ludzkiej ciekawosci, czlowiek wytworzyl modele systeméw wystepujacych
w naturze.

Model (z tac. modulus) — miara, wzor, ideal, przedmiot do nasladowa-
nia.

Model (fizyczny, matematyczny i symulacyjny) — uklad, ktérego za-
daniem jest imitowanie w celach poznawczych wyrdznionych cech innego
ukladu, zwanego oryginatem.

Model teoretyczny — hipotetyczna konstrukcja myslowa, bedaca uprosz-
czonym obrazem fragmentu rzeczywistosci, w ktérym dla ulatwienia roz-
wiazania danego zagadnienia wyeliminowano elementy nieistotne dla osia-
gniecia celu. Modele teoretyczne wprowadza sie do nauki ze wzgledu na ich
przydatno$¢ w tworzeniu teorii.

Model realny — przedmiot lub ukltad przedmiotéw, spetniajacych zato-
zenia danej teorii, dostatecznie podobny do uktadu badanego, ale prostszy
i bardziej dostepny do zbadania.

Model fizyczny, matematyczny i symulacyjny. Dla zbadania obiektu lub
zjawiska, najpierw nalezy opracowaé¢ model fizyczny, ujmujacy zgodne z de-
finicja modelu: wyidealizowane zjawiska, elementy i parametry. Model fi-
zyczny jest punktem wyjscia do stworzenia modelu matematycznego, ktéry
jest formalnym opisem wyidealizowanego obiektu. Rozwiazujac réwnania
dynamiki zmian stanu lub réwnania algebraiczne, stanowiace model ma-
tematyczny dla wprowadzonych fizycznych parametréw obiektu, uzyskuje
sie odpowiedzi symulowanego uktadu na wewnetrzne i zewnetrzne wymu-
szenia. System wprowadzania wymuszen i pozyskiwania odpowiedzi tego
obiektu jest nazywany modelem symulacyjnym. Uzyskane w wyniku eksplo-
racji modelu symulacyjnego odpowiedzi, a takze wymuszenia, w zaleznosci
od stopnia zaawansowania informatycznego, moga by¢ podawane w postaci
cyfrowej, graficznej lub monitorowej (przestrzennej i przestrzenno-czasowej).
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W celu opracowania modelu stosowane sa:

1. Metody teoretyczne oparte na analizie wymiarowej, zasadach analogii lub
wykorzystujace prawa fizyki i analizy matematycznej.

2. Metody teoretyczno-doswiadczalne, umozliwiajace: a) uzycie obiektu rze-
czywistego do podania opisu matematycznego lub okreslenia jego wybra-
nych cech na podstawie wynikéw badan modelu odtworzonego w skali
(zgodnie z zasadami podobienstwa); b) powiazanie réwnan dobranych
dla badanego, rzeczywistego obiektu z uzyskanymi do$wiadczalnie pa-
rametrami, dajacymi najlepsze przyblizenie w wyznaczonym przedziale
wartosci. Jezeli istnieje wykres lub wyniki doswiadczalne zapisane w ta-
beli, gdzie do przeprowadzenia operacji matematycznych jest potrzebna
funkcja elementarna, wtedy dobiera si¢ funkcje aproksymujaca w postaci
ogoblnej:

90(.%') = ao+a1x—|—a2x2 + - +an$n (21)
lub inng funkcje nieliniowa:
o(r) = A" sin(wt+a)+ -+ Be** + - + K, (2.2)

poszukujac parametrow najlepiej ja przyblizajacych w zadanym prze-
dziale zmiennosci = € [c, d].

3. Metody doswiadczalne, wykorzystujace zapis wartosci parametréw mo-
delowych punktow obiektu w funkcji zmiennych niezaleznych, np. czasu,
drogi, predkosci i innych w celu wysterowania stanu obiektu i reakcji na
stany niepozadane.

4. Analiza modalna zbudowana na metodach badania wlasciwosci dyna-
micznych ztozonych obiektéw mechanicznych. Jednym z zlozen metod
nalezacych do tej dziedziny jest holistyczny model energetyczny uktadu
konstrukcyjnego obiektu.

Holizm (z gr. holos — calo$é), to poglad przeciwstawny redukcjonizmowi,
wedlug ktorego wszelkie zjawiska tworza uktady calo$ciowe, podlegajace
swoistym prawidtowosciom. O tych uktadach nie mozna wnioskowa¢ na pod-
stawie wiedzy o prawidtowosciach rzadzacych ich sktadnikami. Catosci nie
daje sie sprowadzi¢ do sumy jej sktadnikdw.

Model opracowany w wyniku analizy modalnej pozwala przewidywaé
dynamike zachowania obiektu, na ktory dzialaja wymuszenia zaburzajace
jego réwnowage.

Stosowanie analizy modalnej wymaga speltnienia szeregu warunkéw, wéréd
ktérych wyr6znimy [89]:

— liniowo$¢ uktadu,
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— utrzymanie statych wspoélczynnikéw réwnan podczas badan,
— obserwowalno$¢ i mierzalnos$é uktadu,

— spetnienie zasady wzajemnosci Maxwella,

— mate lub proporcjonalne ttumienie.

Rodzaje analizy modalnej:

x teoretyczna — polega na wprowadzeniu opisu teoretycznego badanego
obiektu;

x eksperymentalna — polega na zastosowaniu zaplanowanego i sterowanego
doswiadczenia;

x eksploatacyjna — prowadzona podczas eksploatacji przy niezmiennie usy-
tuowanych punktach pomiaru w odpowiedzi badanego obiektu na wy-
muszenia eksploatacyjne.

Modeluje sie zjawiska fizyczne oraz obiekty materialne, przy czy celem
modelowania jest obnizenie kosztéw wytwarzania i eksploatacji obiektow
rzeczywistych.

W technice, modelowanie przeprowadza sie w celu:

— wykonywania badan naukowych,

— weryfikacji koncepcji,

— pozyskania informacji uzytecznych w projektowaniu konstrukeji i syste-
moéw sterowania,

— identyfikacji istniejacych obiektéw materialnych.

Identyfikacja polega na znajdowaniu relacji miedzy systemem rzeczywi-
stym a modelem. Stany dynamiczne systemu rzeczywistego sa poréwnywane
z rozwiazaniami generowanymi przez model [36].

Relacje miedzy systemem rzeczywistym a modelem okresla zasadnosé:

— replikatywna, jesli dane generowane przez model odpowiadaja danym
uzyskiwanym z obiektu rzeczywistego;

— predykcyjna, jesli zgodnosé relacji miedzy systemem rzeczywistym a mo-
delem jest znana przed uzyskaniem danych z systemu rzeczywistego;

— strukturalna, jesli model nie tylko generuje takie same dane jak obiekt
rzeczywisty, ale tez dziala w podobny sposéb.
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2.1. Teoretyczne metody modelowania

2.1.1. Modelowanie na podstawie analizy wymiarowej
i kryteriow podobienstwa

Analiza wymiarowa zajmuje sie dzialaniami na wielkoSciach wymiaro-
wych, w ktoérych wystepuje mnozenie i potegowanie z wyktadnikiem rze-
czywistym. Analiza réwnan wymiarowych umozliwia ustalenie wzajemnych
zalezno$ci wielkosci fizycznych, majacych udziat w rozpatrywanym zjawisku.
Jest narzedziem stosowanym w fizyce i chemii, ale dobre rezultaty daje sto-
sowanie analizy wymiarowej w mechanice, gdzie istotne korzysci wynikaja
ze stosowania zasad podobienstwa. Waznym krokiem w opracowaniu zasad
analizy wymiarowej byto twierdzenie w, sformutowane w 1914 roku przez
Buckinghama na gruncie algebry liniowej [95].

Jezeli szukamy zwiazku:

f(Q1,Qa,...Qn) =0, (2.3)

miedzy wymiarowymi wielkosciami fizycznymi @ ... Q,, to nasze oczeki-
wania beda spetnione, gdy znajdziemy zalezno$é¢ postaci:

M= Q1 Q3 Qu, (2.4)

gdzie 7 jest liczba bezwymiarowa, ktéra w szczegdlnym przypadku moze
przyjmowaé wartosé 1.

Wielkosci @1 ... @, mozna wyrazi¢ przez podstawowe wielkosci wymia-
rowe A; ... Ay, sktadajace sic z m < n wyrazéw zwanych baza. Tutaj baza,
to zbiér jednostek charakteryzujacych sie tym, ze zaden z jego elementéw
nie da si¢ przedstawié¢ jako wynik potegowania pozostatych — tymi jednost-
kami w mechanice sa [m], [kg], [s]. Wielkos¢ wymiarowa @, mozna wtedy
przedstawié¢ jako wynik potegowania wielkoSci wymiarowych bazy A,y:

Q] = AM1 . A% ... A%
[QQ] — A?IQ . A;QQ ... AZLmQ’
) (2.5)
Z réwnan (2.4) i (2.5) wynika nastepujacy uklad réwnan algebraicznych:
1161 _ (Aitu . Agm .. .A;lnml)kl ’
1162 _ (A?IQ . AgQQ . A;lnm2)k2 ’
(2.6)
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Zakladajac, ze istnieje bezwymiarowa liczba 7, niezbedna do oblicze-
nia szukanych wykladnikéw k; ...k, to wyrazenie (2.4) mozna przedstawié
w formie zaleznosci (2.6), jak nastepuje:

[r] = A AY... A0 =

{Atlzu . .Agnml}kl‘{A?IQ . A?an}kQ . {Atlnn . Agnmn }kn (2'7)

Wykorzystujac podstawowe wielkoéci wymiarowe Aj ... A, mozna zapisaé:

A(l) :A?“kl . Acltlzk‘z . Ai”"kQ,

Ag :Agzllﬂ . Acltzzk‘z . A?anQ,

(2.8)
A° :Aamlk‘l . Aam2k‘2 . AamnkQ
m m m m °
Logarytmujac zwiazki (2.8) uzyskuje sie uklad réwnan:
A1 = 0=aitks +apks + - + arnky,
Ay —  0=agiks + agks + - + azky,
(2.9)

A, = 0=amiki + amaks + - - + amnkn.

Ten liniowy uktad, sktadajacy sie z m réwnan i n niewiadomych k; ...k,
opisuje macierz M ,,»,) dana w tabeli 2, pozwalajaca wyznaczy¢ funkcje:

flri, 7o, . ) = 0. (2.10)

Tabela 2. Macierz M, ) liniowego uktadu m réwnan i n niewiadomych

ki. ..k,
Q1 Q2 ... Qn
ki1 ka ... kn
A | ain a2 ... ain
Ao a1 a22 . a2n
Am am1 am?2 e Amn

Zgodnie z twierdzeniem 7, zwanym twierdzeniem Buckinghama, funkcja
n wielkosci wymiarowych Q1 ...Qy i m wielkosci podstawowych Aj ... Ay,
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tworzgcych macierz wymiarowg M rzedu v < m ma n — r bezwymiarowych
rozwigzan, okreslajgcych funkcje (2.10) wielkosci 7, skqd znajdujemy:

m = f(m2, 73, ..., Tnr). (2.11)

Warunek konieczny i dostateczny podobienstwa dwdch procesoéw jest spet-
niony wtedy, gdy sa one jakosciowo jednakowe oraz wszystkie liczby podo-
biefistwa, okreslajace te procesy sa parami réwne, tzn. 7] = 7{, 7 = 7,
ey T =T

Procesy jakosciowo jednakowe majg takie same opisy matematyczne, ale
réznia si¢ wartosciami wielkosci wymiarowych.

Metoda modelowania polega na odtworzeniu proceséw rzeczywistych i ba-
daniu ich na modelach numerycznych, jednakowych z tymi procesami pod
wzgledem jakosciowym. Wyniki analizy i symulacji modelu numerycznego
mozna rozszerzy¢ na obiekty rzeczywiste, jesli spelnia sie wyzej sformuto-
wane warunki.

7 przedstawionych definicji wynika metodyka opracowania modelu ma-

tematycznego, wg ktérej nalezy:

1. okresli¢ fizyczne wielkosci wymiarowe oraz ustali¢ ich liczbe n;

2. ustali¢ liczbe elementéw bazy A,, (np. w mechanice m = 3, poniewaz
w ukladzie miar LMT obowiazuja: [m], [kg], [s]);

3. okredli¢ rzad macierzy r = m, liczbe wielkosci 7 (i = n — ) i utworzy¢
macierz M, xn);

4. utworzy¢ posta¢ kanoniczna i obliczy¢ wyktadniki k,, wielkosci wymia-
rowych @p,.

Sposob poszukiwania wyktadnikéw k,, przyblizy ponizsze zadanie.

ZnaleZé zaleznos$c sily dosrodkowej Fy od masy M, ciala poruszajgcego
sie ruchem jednostajnym z predkoscig V' po okregu o promieniu R. Poszu-
kiwana zalezno$é funkcyjna to Fy = f(M,V, R).

Majac 4 wielkosci wymiarowe n i 3 elementy bazy m, liczba i, bezwy-
miarowych wielko$ci m wyniesie 1. Stad, na podstawie réwnan (2.9) mozna
zapisac:

anky + aizks + a13ks + a1aky = 0,
an k1 + agnks + agsks + azaks =0, (2.12)

az1k1 + aseks + assks + azaks = 0.
Postugujac sie tabela 2 i ukladem réwnan algebraicznych (2.12) budu-
jemy macierz M, rozwinieta w tabeli 3, utatwiajaca znalezienie wspdlczyn-

nikéw a,, réwnan, w ktérych niewiadomymi sa wyktadniki &k; (i = 1...4).
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Tabela 3. Rozwinigta macierz M3, 4) liniowego ukladu 3 réwnan
i 4 niewiadomych k; ... ky

i 2’ Q3 i
ngi/? moait kga21 g%31 ma12 kga22 g%32 ma13 kga238a33 ma14 kga24 g%34
WYM. Py M*> % Rk
SYS.  JEDN. [Fa] M] V] [R]
UKL. PODST. m-kg-s 2 kg m-s ! m
L
M [m] au[M] =1 alg[M] =0 alg[M] =1 a14[M] =1
K
K [kg] agl[K] =1 a2 [K] =1 agg[K] =0 a24[K] =0
T
S [S] a31[S] = -2 as2 [S] =0 ass [S] = -1 as4q [S] =0

Po sporzadzeniu tablicy i wpisaniu jednostek przy wielkoSciach, anali-
zujemy wymiar wielkoSci niezaleznych wzgledem wymiaru uktadu jednostek
podstawowych i okreslamy wspolezynniki macierzy M 3,4). Wobec znajo-
mosci wyktadnika k1 = 1, jako wykladnika wielkosci szukanej, wszystkie
wspOlezynniki pierwszej kolumny réwnania (2.9) sa znane. Celem obliczenia
wykladnikow ko, k3, k4 przeksztalcamy to rownanie do postaci kanonicznej:

ai2ks + aizks + a14ky = —ar1ky,
ageky + agzks + asaky = —agiky, (2.13)
azoko + azzks + azqky = —aziky.

Po wstawieniu z tabeli 3 do réwnan (2.13) znanych wartosci wspélczyn-
nikéw @,y 1 k1 = 1, otrzymamy szczegdétowy uktad réwnan:
0 +1-k3+1-ky=-1,
l-ks+ 0 + 0 =1, (2.14)
0 —1-k3+ 0 = 2

Uklad réwnan (2.14) rozwiazujemy metoda wyznacznikéw, tzn.:

0 11 -1 11 0-11 0 1-1
W=|1 00, Wy, =|—1 00|, Wey=|1-10], Wp, = |1 0—1],
0-10 2 -10 0 20 0-1 2

gdzie wyktadniki wielkosci wymiarowych wynosza:

det(W) = —1, det(Wy,) =1, det(Wy,) =2, det(Wy,)=—1,

_ Wy _ -1

Wis Wi,
W ’ !

k k =1.
2 3 W ) W
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Nastepnie stosujemy wzér (2.4), obliczajac bezwymiarowa liczbe [r]:
(7] = E§t - M2 vk R (2.15)

Po podstawieniu obliczonych wartosci wyktadnikéw wielkosci wymiaro-
wych i przyjeciu [r] = 1, poszukiwany wzor na site dosrodkowa F oblicza
sie ze wzoru:

A S I Ve I el N N VR TE N T (2.16)

Otrzymalismy model matematyczny przyjetego, idealizowanego modelu
fizycznego analizowanego procesu. Przyktadowo, jesli zalozy¢ istnienie pola
grawitacyjnego Ziemi i sily aerodynamicznej zaleznej od geometrii i Srodo-
wiska, w ktorym porusza sie cialo wirujace, to model bytby bardziej ztozony,
a zjawisko okreslataby wiecej niz jedna liczba podobienistwa. Wyznaczenie
wartosci poszczegdlnych liczb podobienstwa 7y ... 7w, wymaga przeprowa-
dzenia badan na modelu. Mogtoby sie okazac, ze to zlozone zagadnienie nie
jest rozwiazywalne metodami analizy wymiarowej.
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